
   
   

   
В
ЕС

ТН
И
К

  2
01

6

10

Серия «Сложные системы: модели, анализ и управление». Выпуск 3

Ю.И. Бова1

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
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В ИОНОСФЕРЕ ЗЕМЛИ 
В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ВЫСОТЫ 
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Yu.I. Bova

MATHEMATICAL MODELING 
OF PROPAGATION OF RADIO WAVES 

IN THE IONOSPHERE DEPENDING ON 
THE HEIGHT OF RADIATION SOURCE

Выполнено численное моделирование рас-
пространения частотно-модулированных ра-
диосигналов в изотропной ионосферной плазме.  
Исследован характер изменения лучевых траек-
торий, соответствующих различным частот-
ным компонентам спектра излучения в зави-
симости от высоты источника  и угла выхода 
сигнала.

Ключевые слова: численное моделирование, 
распространение частотно-модулированных 
сигналов, изотропная ионосфера, бихарактери-
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Numerical modeling of the propagation of fre-
quency-modulated radio signals in isotropic iono-
spheric plasma is fulfi lled. The nature of ray trajec-
tories, change corresponding to different frequency 
components of the emission spectrum depending on 
the height of the source and the exit angle of the 
signal is investigated.

Keywords: numerical modeling, propagation of 
frequency-modulated signals, isotropic ionosphere, 
bicharacteristics system, Hamiltonian.
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В  настоящее  время радиосигналы коротко-
волнового диапазона широко применяются в 
целях радионавигации, дальней радиосвязи, за-
горизонтной радиолокации и изучения ионосфе-
ры. Следует отметить, что, несмотря на много-
численные исследования в данной области (см., 
например, [1–4]), распространение частотно-
модулированных (ЧМ) сигналов в изотропной 
ионосферной плазме изучено еще недостаточно. 
В отличие от работ [5–8], в которых источник 
излучения расположен на поверхности Земли, в 
данной работе отражены результаты исследова-
ний распространения частотно-модулированных 
сигналов в изотропной ионосферной плазме в 
зависимости от высоты источника излучения.

В основе работы лежат лучевые методы, яв-
ляющиеся традиционными при описании про-
цессов распространения коротких электромаг-
нитных волн в различных средах (см., например, 
[9; 10]). При моделировании лучевых траекто-
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рий в изотропной, неоднородной, нестационар-
ной средах бихарактеристическая система урав-
нений с гамильтонианом2
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где r ( , , )x y z  – координаты точки наблюдения, 
k


( , , )x y zk k k  – волновой вектор, ω – круговая 
частота излучения, t – групповое время, τ – па-
раметр вдоль лучевой траектории, ( , , )r k 

  – 
эффективная диэлектрическая проницаемость 
среды распространения, с = 2,997925·108 м/с – 
скорость света. 

Системы (1–2) (см. [5]) обобщают бихарак-
теристическую систему, использованную в [4] 
для лучевого описания распространения ста-
ционарного сигнала в ионосфере. Эффективная 
диэлектрическая проницаемость среды для не-
однородной изотропной ионосферы имеет вид 
(см., например, [11; 12]):

(2)
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1 .                    (3)
Параметр v обозначает отношение квадрата 

плазменной частоты к квадрату рабочей частоты:
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где e = 4,8029·10–10 СГСЭ – заряд электрона,
em  = 9,108·10–28 г – масса электрона, N – величи-

на электронной концентрации в фиксированной 
точке пространства.

Предположим, что начальный волновой век-
тор (0)k


 параметрически зависит от углов вы-

хода луча α0:
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источник излучения – точечный, находится вне 
магнитоактивной плазмы и расположен в начале 
координат (x0, y0, z0), где x0 = y0 = 0:

0t
r



  = (x0, y0, z0).              (6)

Величина ε0 в выражениях (5) – это значение 
эффективной диэлектрической проницаемости 
среды в источнике.

Предположим, что сигнал – линейно частот-
но-модулированный (ЛЧМ), то есть формула для 
мгновенной частоты заполнения имеет вид [5]:
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где   – начальное время выхода луча, f0 – на-
чальная частота (Гц), fд – девиация частоты (Гц), 
Tи –длительность импульса (с). В данной работе 
были приняты следующие значения параметров 
f0 = 3,5 МГц, fд = 56 кГц, Tи – 32 мс.

Предположим, что распространение электро-
магнитной волны изначально осуществляется в 
плоскости (x, z). Модель ионосферной плазмы 
двухслойная, а профиль электронной концентра-
ции имеет вид [4; 9; 12] и представлен на рис.1:
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где 01z  – высота максимума слоя F2, 1mz  – услов-
ная полутолщина слоя F2, β – безразмерный ко-
эффициент, характеризующий степень иониза-

ции нижнего слоя по отношению к основному, 
02z  – высота максимума нижнего слоя E, 2mz  – 

условная полутолщина нижнего слоя E, 0N  – 
электронная концентрация в максимуме основ-
ного слоя F2, если 0  . 
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Рис. 1. Профиль электронной концентрации

При вычислении применялись следующие 
значения параметров: N0 = 2·106см-3, Н0 = 0,36 Э, 
Zm1 = 140 км, Z01 = 300 км, Zm2 = 40 км, Z02 = 100 км,
ζ = 0, γ = –72°, φ = 90°, V = 230 м/c, λg = 50 км, 
β = 0,1, χ = 0.
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На рисунках 2а и 2б показаны лучевые струк-
туры ЛЧМ радиосигнала в случае распростра-
нения в плоскости (x, z) при высоте источника 
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излучения 140 км. Углы выхода лучей 65° и 80° 
соответственно. Имеет место волноводное рас-
пространение в ионосферном межслоевом вол-
новом канале. Сравнивая рисунки, находим что с 
увеличением угла выхода более высокие частоты 
начинают проходить ионосферные слои, а более 
низкие частоты отражаются в сторону Земли.

На рисунках 3а и 3б показана лучевая струк-
тура ЛЧМ радиосигнала в случае распростра-
нения в плоскости (x, z) при высоте источника 
излучения 200 км под углом 65° и 80° градусов 
соответственно. Сравнивая рисунки, видим, что 
при увеличении высоты источника излучения 
количество лучей, проходящих ионосферные 
слои, увеличивается и исчезает волноводное рас-
пространение.

0 50 100 150 200
0

100

200

300

400

x, км

z, км

а)

0 50 100 150 200
0

100

200

300

400

x, км

z, км

б)

Рис.3. Лучевые структуры ЛЧМ радиосигнала при высоте 
источника излучения z0=200 км

На рисунках 4а и 4б показана лучевая струк-
тура ЛЧМ радиосигнала в случае распростране-
ния в плоскости (x, z) при высоте источника из-
лучения 300 км под углом 65° и 80° градусов со-
ответственно. Хорошо видно, что при большой 
высоте источника излучения все лучи проходят 
ионосферные слои. Отметим существенно мень-
шее количество лучей, вышедших из источника 
в данном случае. При рассмотрении формулы 
(4) и рис. 1 видно, что при больших значениях 

электронной концентрации на высоте 300 км на 
большинстве рассматриваемых частот параметр 
ν становится > 1, вследствие чего нарушается 
условие выхода волны из источника, и мы видим 
только те лучи, частота которых удовлетворяет 
условию ν < 1 (т.е. самые высокочастотные ком-
поненты сигнала). 
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Рис. 4. Лучевые структуры ЛЧМ радиосигнала при высоте 
источника излучения z0 = 300 км

Таким образом, в проделанной работе сопо-
ставлены особенности распространения ЛЧМ  
сигналов в двухслоевой изотропной ионосфере 
при отсутствии горизонтальных градиентов на 
различной высоте и различных углов выхода. 
Для расчетов лучевых характеристик применя-
лась бихарактеристическая система дифферен-
циальных уравнений, неизвестными в которой 
являются не только координаты луча и компонен-
ты волнового вектора, но также частота и время. 
Были выявлены следующие закономерности:

– при увеличении угла выхода лучей, часто-
ты сигнала и высоты источника излучения коли-
чество отраженных лучей сокращается, а про-
шедших ионосферные слои – увеличивается;

– при некоторой высоте источника, фиксиро-
ванном угле выхода и неизменных параметрах 
ЛЧМ сигнала все лучи проходят ионосферные 
слои.
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В дальнейшем при изучении распростране-
ния ЛЧМ сигналов в изотропных средах необ-
ходимо рассчитывать электромагнитные поля со 
сложной каустической структурой. Для подоб-
ных расчетов применяют метод канонического 
оператора Маслова [11; 13] и волновую теорию 
катастроф [14–16]. Также для описания распро-
странения ЛЧМ сигналов в ионосфере желатель-
но строить динамические модели [17], используя 
восстановленные по данным радиотомографии 
[7; 18] профили электронной концентрации и 
различные модели магнитного поля Земли [19].
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