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Развит метод построения локальных асимптотик, описывающих фокусировки 
электромагнитных полей каспоидного типа, позволяющий получать коэффициенты 
универсальной деформации и фазу бегущей волны в виде отрезков степенных рядов. 
Построены первое (линейное) и второе (квадратичное) приближения для волновой 
катастрофы типа «каустическое остриё» («клюв»).
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LOCAL DETERMINATION 
OF THE UNFOLDING COEFFICIENTS 

OF THE CATASTROPHE A3

Here is developed a method for constructing local asymptotics describing the focusing 
of cuspoid-type electromagnetic fi elds, which makes it possible to obtain the coeffi cients of 
unfolding and the phase of a traveling wave in the form of segments of power series. The 
fi rst (linear) and second (quadratic) approximation for a caustic-type wave catastrophe 
(“cusp”) are constructed.
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Определению структуры волнового поля в фокальных областях методами волно-
вой теории катастроф посвящено в настоящее время значительное число исследова-
ний [1–3]. Для того чтобы успешно применять теорию катастроф к различным об-
ластям физики [4–5], необходимо уметь связывать физические параметры реальной 
задачи с параметрами эталонных структур, соответствующих катастрофам того или 
иного типа, то есть находить «параметры подобия». Важнейшей топологической осо-
бенностью является катастрофа A3, устойчивая не только в трехмерном пространстве, 
но и на плоскости.
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В настоящей работе рассмотрены первое и второе приближения для коэффициен-
тов универсальной деформации катастрофы  = A3 – каустическое остриё («клюв»). 
Выражение для универсальной деформации этой особенности имеет вид:

 4 4F j X Y       ,                                                (1)
где j = 1, а X и Y – коэффициенты универсальной деформации.

Рассмотрим фазовую функцию ( , , )     в окрестности особой точки с координа-
тами ( , )o o  , в которой универсальная деформация имеет вид 4F j   . Справедливо 
тождество (см., например, [1; 2]):

F j    ,                                                       (2)
в котором  – большой параметр задачи (>>1 как аргумент не рассматривается), а 

( , )    – фаза бегущей волны. Для упрощения вычислений введем функцию j   . 
Тогда основное тождество приобретает вид:

4 4( ( , ), , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0X Y                     .             (3)
Для определения коэффициентов ( , ), ( , )X Y     и фазы бегущей волны ( , )    

нами был разработан метод локальной асимптотики [2; 6; 7]. Следует отметить, что 
первое линейное приближение было ранее рассмотрено нами в работах [7–9] для слу-
чая, когда фазовая функция  зависит только от одного внутреннего параметра. Для 
случая, когда фазовая функция  зависит от двух внутренних параметров, линейное 
приближение было рассмотрено в работах [10–12]. Второе приближение к фазе бегу-
щей волны рассматривалось в работах [13; 14]. В работе [14] было показано, что учёт 
только второго приближения для фазы ( , )    недостаточно. Целесообразно также 
учитывать поправки второго порядка и для коэффициентов ( , ), ( , )X Y    . В данной 
работе рассмотрено как первое, так и второе приближение.

Найдем методом локальной асимптотики выражения для коэффициентов 
( , ), ( , )X Y     и фазы ( , )   .
Введем обозначения:
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,  (k = 1, 2, …).                           (4)

В первую очередь отметим, что (см. [6; 7]) в особой точке

1 2 3 40, 0        .                                               (5)
Учитывая (4), нетрудно установить, что для того, чтобы получить d1, необходимо 

продифференцировать тождество (3) в особой точке четыре раза по , для определе-
ния d2 – пять раз и так далее.

Выполняя вычисления, находим (см. также [2; 6]):
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Таким образом, в формировании второго (квадратичного) приближения участву-
ют восемь производных исходной функции по внутреннему параметру. Для линей-
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ного приближения необходимо пять производных, хотя универсальная деформация 
имеет четвертый порядок.

Пусть 4 0  . Тогда из (6) находим, что 4signj   . Будем искать приближенные 
выражения для ( , ), ( , )X Y     и ( , )    в виде:

 2 21( , ) ( ) 2 ( ) ( )
2

Y Y Y Y Y Y                ,

 2 21( , ) ( ) 2 ( ) ( )
2

X X X X X X                ,

 2 21( , ) ( , ) ( ) 2 ( ) ( )
2o o                           .       (7)

В формулах (7) индексами  и  обозначены соответствующие производные коэф-
фициентов и фазы бегущей волны в особой точке. Ниже эти обозначения сохранятся 
и для производных других функций.

Определим коэффициенты, входящие в (7). Для того чтобы найти Y  или Y , не-
обходимо продифференцировать тождество (3) один раз по ξ, один раз – по  или  и 
положить:

, , 0.o o                                                              (8)
Тогда находим, что:

1Y d   ,  1Y d   .                                                    (9)

Для определения коэффициентов Y , Y , Y , необходимо продифференцировать 
тождество (3) один раз по , один раз по , один раз по  или два раза по  или  со-
ответственно, а потом учесть (8):

 1 1 1 2 2Y d d d                     ,

 1 1 22 2Y d d            ,

 1 1 22 2Y d d            .                                       (10)

В формуле (10) возникли неизвестные производные , , ,d d     . Для опреде-
ления ,    продифференцируем тождество (3) три раза по , один раз – по , или 
один раз – по  и учтем (8).

Получим:
1 3 2 2 3

3 2
4 4 4

d d
d d
  



  
    

  
, 1 3 2 2 3

3 2
4 4 4

d d
d d
  



  
    

  
.               (11)

Для определения производных ,d d   продифференцируем тождество (3) четыре 
раза по , один раз – по , или один раз – по  и учтем (8):

2
1 4 2 2 2 3 2 2 3 4 2 4 5

3 3 2
4 4 4 4 4

3 3 ( ) ( )
4 4 2 4
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.     (12)

Величина d получается из d  заменой  на .
Перейдем теперь к вычислению ( , ).X    Для того чтобы найти X  или X , не-

обходимо продифференцировать тождество (3) два раза по ξ, один раз – по  или  и 
учесть (8). Получим:

 2
1 2 2

1
2

X d d      ,  2
1 2 2

1
2

X d d      .                        (13)
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Как и в формулах (9), все необходимые величины уже определены. Для определе-
ния коэффициентов X, X , X , необходимо продифференцировать тождество (3) 
два раза по , один раз – по , один раз – по  или два раза по  или  соответственно, 
а потом учесть (8). В результате получим:

1 2 1 2 2 2 1 2 2 2

2
2 3 3 4

1 2 2
2

,

X d d d d d d d

d

2 2
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1 2 4 2 2 ,
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2

X d d d d d (14)

Неизвестными в формулах (14) являются 2 2,d d  . Для их определения продиф-
ференцируем тождество (3) пять раз по , один раз – по , или один раз – по  и, как 
обычно, учтем (8):
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Величина 2d  получается из 2d   заменой  на .
Рассмотрим определение с точностью до членов второго порядка включительно 

фазы бегущей волны ( , )   .
Величина ( , )o o    легко находится из тождества (3):

( , ) ( (0, , ), , )o o o o o o          ,                                        (16)
где 0(0, , )o o      – значение внутреннего параметра задачи в особой точке.

Для определения   и  , продифференцируем тождество (3) один раз по  или по 
 соответственно и учтём (8). Тогда:

    ,     .                                                     (17)

Для определения коэффициентов  ,  ,  , необходимо продифференцировать 
тождество (3) один раз по , один раз – по , один раз – по  и учесть (8). Получим:

1 1              , 12         , 12         .          (18)
Таким образом, в работе получены формулы, позволяющие рассчитывать парамет-

ры универсальной деформации волновой катастрофы типа A3 (каустическое остриё, 
или «клюв» – cusp): коэффициенты ( , ), ( , )X Y     и фазу бегущей волны ( , )   . 
Рассмотрены как первое (линейное), так и второе (квадратичное) приближение. В ра-
боте мы ограничились случаем двумерного пространства внешних параметров задачи 
( , )  . Обобщение полученных формул на пространства большей размерности оче-
видно и не требует дополнительных вычислений.
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